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FUNDAMENTE ALE LOGICII SI MATEMATICII

Catalina Daniela Raducu

INTRODUCERE. RADACINI FILOSOFICE RELEVANTE

Matematica si logica, cele mai vechi dintre stiinte, creatii
ale gandirii elene, s-au dezvoltat timp de aproape doud milenii in
chip independent, chiar daca matematica a constituit un subiect de
particular interes pentru filosofi, oferind logicienilor mostre de
inferente riguroase si modelul unei stiinte demonstrative. ,,Vine
nsd, in orice domeniu, momentul in care trebuie sd se actioneze
rigorile intransigentei”. Citatul din Russell este relavant pentru a
caracteriza scena gandirii stiintifice de la sfarsitul secolului al-XIX-
lea si inceputul secolului al-XX-lea, in care se pun pentru prima
datd 1n matematici problemele generale despre continuul
matematic i numerele infinite. Va fi matematicianul german
Georg Cantor cel care, dezvoltand teoria multimilor, va oferi
ganditorilor contemporani lui o veritabild provocare. Aparitia
paradoxurilor in cadrul acestei teorii, i, mai general, in cadrul
matematicii, stiintd consideratd a fi, pind in acel moment
paradigmaticd prin rigoarea sa, a suscitat un efort apreciabil din
partea filosofilor vremii. Aceste eforturi marcheaza inceputul unei
noi ere pentru matematicd: aceea a cercetdrii fundamentelor ei:
,,Cand se constata ca o cladire, altfel buna, nu are o temelie destul
de solida nu Tnseamna ca ea trebuie abandonata. Exista mijloace de
a- Intari temelia”, remarca ilustrul matematician A. Hollinger.ii
Noua era va fi pentru matematicd una In care se va reevalua
raportul ei cu logica: aceasta din urma va oferi mijloacele pentru
reevaluarea fundamentelor matematicii.

Intentia acestei lucrari este de a discuta cum anume s-a
transpus in fapt acest remarcabil efort de fundamentare a
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matematicilor prin contributiile celor trei mari curente: logicismul,
formalismul, intuitionismul.

Vorbind despre fundamentele matematicii, discursul
trebuie sd ne poarte, in primul rand, asupra caracterului acestei
stiinte si al enunturilor cu care aceasta opereazd. Doud nume
sonore trebuie invocate aici; este vorba despre Leibniz si Kant.

Autor al unui fascinant sistem metafizic de o deosebitd
profunzime, apreciat intr-o masurd extrem de mare de Russell,
Leibniz a fost si un matematician si un logician de geniu. Pozitia
radicala leibiziand, In logica, aceea cd predicatul este ,,continut n
subiect” este Intdritd de celebra sa doctrind metafizica conform
careia lumea constd in substante-subiect autoconsistente (sau
monade) ce nu interactioneaza.

Acceptand forma logica subiect-predicat (In sensul de
predicatul este o proprietate a subiectului) a tuturor propozitiilor, nu
numai cd anticipeaza logicismul, dar aduce logica si matematica,
discipline pana la el separate, impreuna, printr-o dubla inovatie: pe
de o parte, prin teza sa filosoficd despre ,,verités de raison” si
,,verités de fait”, ce arata caracterul mutual exclusiv al acestora, iar
pe de altd parte, introduce ideea metodologica de a utiliza calculul
mecanic in ajutorul rationamentului deductiv, nu doar in cadrul
disciplinelor relationate in mod traditional cu matematica, dar de
asemenea si dincolo de acestea, introducand, in mod particular,
calculul 1n logica.

Referitor la distinctia dintre adevaruri de ratiune si
adevaruri de fapt, dublatd desigur de distinctia dintre propozitii
necesare i propozitii contingente, Leibniz atribuie propozitiile
necesare matematicii pure, iar cele contingente matematicii
aplicate. Propozitiile matematicii sunt asemeni propozitiilor logicii,
in sensul ca nu sunt adevarate deoarece se refera la entitati sau
obiecte eterne, sau la obiecte ideale ce ar rezulta prin abstractizare.
Ele sunt adevarate prin faptul ca negarea lor ar fi logic imposibila.
Ceea ce este important de subliniat, pentru a continua expunerea
noastra, este ca, pe langd faptul cd aduce matematica si logica
impreund, visand la un simbolism ce ne-ar face capabili sa lucram
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cu deductii foarte complicate, (ideal pe care Russell si Whitehead 1-
au avut, mai apoi) Leibniz divide toate propozitiile Tn doua clase ce
exclud reciproc, propozitii analitice si propozitii factuale,
considerand propozitiile matematicii a fi analitice: ,,Referitor la
propozitiile analitice, Leibniz sustine cd toate propozitiile logicii,
aritmeticii si geometriei sunt de acest fel.”"

Va fi Kant al doilea nume pe care trebuie sa-1 mentiondm
in deschiderea acestei discutii, In masura in care aceste Isi va
concepe filosofia matematicii ca o reactie la cea a lui Leibniz, dar si
1n misura 1n care va influenta in mod deosebit curentele formalist
si intuitionist, 1n filosofia matematicii a secolului al-XX-lea. El va
introduce, pe langd propozitiile analitice si cele sintetice, o noud
categorie: aceea a propozitiilor sintetice a priori. Acestea, in opinia
sa, sunt de naturd intuitiva, si existenta lor este demonstratd in
legatura cu categoriile transcendentale ale spatiului si timpului,
deoarece: descriind spatiul si timpul, descriem de fapt particularii,
ceea ce Tnseamna cd facem judecati sintetice; descriind Tnsa spatiul
si timpul, noi nu descriem impresii ale simturilor, ci cadre
permanente si neschimbdtoare ale acestora, ceea ce conduce la
faptul ca descrierile noastre sunt independente de impresiile
simturilor, deci sunt a priori. Kant nu este de acord cu opinia lui
Leibniz conform careia matematica pura ar utiliza numai propozitii
analitice: ,,Pentru el, matematica purd nu este analitica; ea este
sinteticd a priori, pentru ca se refera la (descrie) spatiul si timpul.”"
Conceptia sa despre felul propozitiilor matematicii este de maxima
importanta, Intrucat va fi extrem de influentd in cadrul discutiilor
despre fundamentele matematicii din secolul al-XX-lea. De
asemenea, conceptia sa despre infinit Tn matematica, si distinctia
intre infinitul potential si cel actual sau complet vor influenta in
mod deosebit aceste discutii, in masura in care vor fi asumate de
catre curentul intuitionist.
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PROBLEMA DE DESCHIDERE: ANTINOMIILE MATEMATICE.
PARADOXUL LUI CANTOR

Prima antinomie cunoscuta se datoreaza italianului Cesare
Burali-Forti care, in 1897, a publicat-o intr-un articol devenit
celebru, Una questione sui numeri transfiniti, in revista Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo.

El a expus aceastd antinomie in logica simbolica aga cum
era ea constituitd de Peano si de scoala italiana, dar poate fi
exprimatd, Tn cea mai simpld forma a sa, in felul urmadtor: a) orice
seriec de numere ordinale defineste un numar ordinal; b) acest
numar ordinal este mai mare cu o unitate decat cel mai mare numar
ordinal al seriei date; c) seria ordinalelor (in ordinea marimii lor)
este bine ordonata.

Sa consideram acum seria tuturor numerelor ordinale;
aceasta serie defineste un numar ordinal €2, care este cel mai mare
dintre toate numerele. In acest caz, seria tuturor numerelor ordinale
contine cel mai mare numdar ordinal €, si deci numarul ordinal al
acestel serii nu este Q, ci Q+1, conform celor aratate mai sus.
Contradictia este izbitoare: dacd Q este numarul ordinal definit de
seria tuturor ordinalelor, atunci nu Q este numarul ordinal definit
de seria tuturor ordinalelor, ci Q+1. Deci cel mai mare numar
ordinal nu este cel mai mare.

O contradictie asemandtoare a fost descoperitd de
matematicianul german Georg Cantor 1n teoria multimilor.

In teoria multimilor, fiecarei multimi finite i se atribuie un
numadr, prin care se poate raspunde la intrebarea cate elemente are
multimea respectivd. Datoritd relatiei de echivalentd, se poate
proceda astfel si In cazul multimilor infinite. Acest numar se
numeste cardinalul sau puterea acelei multimi.

Atunci cand se procedeazd la compararea diverselor
multimi, se stabileste, de fapt, o relatie de ordine ntre cardinalele
lor. In cazul multimilor finite, compararea este facila: cardinalele
lor se ordoneaza in functie de cate elemente au multimile
respective: 0 multime cu mai multe elemente va avea un cardinal
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mai mare, In comparatie cu altd multime, ce contine un numar mai
mic de elemente.

Daca avem de a face, 1nsd, cu multimi infinite, situatia se
complica, deoarece In cazul multimilor infinite, existd multimi
numarabile (cum este cazul multimii numerelor naturale, al carei
cardinal va fi mai mare decit orice numar natural, si se va nota cu
a), si multimi nenumarabile, cum este cazul multimii numerelor
reale. Cantor demonstreazd cu ajutorul procedeului diagonal ca
multimea numerelor reale este nenumarabild: luand un interval
oarecare din multimea numerelor reale (de exemplu, intervalul
deschis de la 0 la 1) si expriméind zecimal toate numerele din acest
interval, se demonstreaza ca se pot imagina la infinit numere reale
cuprinse in acest interval care sd depdseasca orice posibild
corespondentd 1 la 1 Intre membrii intervalului si o multime
numdrabild finitd.

Cardinalul multimii numerelor reale va fi notat cu c, si va
fi, la randul lui, asemeni lui ¢, mai mare decéat orice numar real.
Cardinalele a si ¢ nu caracterizeaza doar multimile mentionate, ci,
in genere, multimile numdrabile infinite, respectiv multimile
nenumadrabile infinite, despre acestea din urma spunindu-se ca au
puterea continuului.

Asadar, daca ar fi sa facem o lista a cardinalelor
cunoscute, aceasta va fi urmatoarea: Intdi vin toate numerele
naturale, la care se adaugd si cardinalul multimii vide, 0O, si, desi
lista acestora nu se termina niciodata, dincolo de ele mai exista
cardinalul a, care este mai mare decat toate cardinalele finite, si
cardinalul ¢, care este mai mare decit a. Acestea sunt cardinalele
transfinite.

In afard de a si ¢, se poate demonstra cd mai existd o
infinitate de cardinale transfinite, caracterizand multimile ce se pot
forma atunci cand se iau in calcul partile lor. De ecemplu, in cazul
multimii numerelor naturale, multimea partilor ei va fi formata din:
multimea vidd, apoi multimile cu un element, apoi multimile cu
doua elemente, si asa mai departe, ceea ce a condus, In teoria
multimilor, la teorema:
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Multimea partilor unei multimi are un cardinal mai mare
decadt multimea insasi.

Atunci cand s-a pus problema daca exista un cardinal mai
mare decét toate celelalte, teoria multimilor s-a gasit intr-o situatie
dificila: la prima vedere, ar parea posibil, acesta fiind cardinalul
multimii tuturor multimilor.

Aici apare paradoxul, deoarece, conform teoremei
enuntate anterior, dacad multimea tuturor multimilor ar avea cel mai
mare cardinal, multimea partilor ei ar avea un cardinal mai mare
decét ea. Prin urmare, cel mai mare numar cardinal nu este cel mai
mare.

Problema antinomiilor matematice este una de maxima
importantd, atat pentru logica, ce oferea aparatul simbolic pentru a
le exprima pe acestea, cit si pentru matematicd, in corpul careia
aceste antinomii au aparut. Ele constituie unul dintre obstacolele
cele mai mari in constituirea logicii ca stiintd matematica, dar si In
fundamentarea logicd a matematicii. Importanta maxima a acestor
antinomii provine din aceea ca ele pun sub semnul intrebarii
notiuni fundamentale atat 1n logicd, cat si Tn matematica: notiunile
de multime, clasd, numar ordinal, numar cardinal, etc.

Paradoxuri de acest tip, aparand in chiar corpul gindirii
matematice, au incetat a fi un simplu joc al gandirii, pundnd
serioase probleme din punct de vedere al fundamentelor acestei
discipline: ,, Rand pe rand, paradoxurile lui Burali-Forti, Cantor,
Russell, Richard s. a., au spulberat ideea despre caracterul «ideal»
al constructiilor matematice, impunand si aici, ca pretutindeni,
principiul relativitatii cunoasterii.”””

De aceea, descoperirea antinomiilor constituie un pericol
nu numai pentru matematica, ci si pentru intregul sistem al
stiintelor deductive. Prin urmare, solutionarea acestora a devenit, la
stérsitul secolului al-XIX-lea si Inceputul secolului al-XX-lea, una
dintre cele mai importante sarcini atdt a matematicienilor, cat si a
logicienilor.

Inca de la Aristotel, logica a avut ca subiect modele
formale de inferentd; Organon-ul lui Aristotel a fost creat cu
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intentia de a fi, nici mai mult, nici mai putin, decit un canon, sau
un instrument ce ar da legile unei inferente corecte. De abia de la
mijlocul secolului al XIX-lea, 1nsd, logica a Tnceput sa fie privita ca
o disciplind ce ar putea fi dzvoltatd matematic, alituri de alte
ramuri ale matematicii. George Boole, Augustus DeMorgan, Ernst
Schroder sau Charles Sanders Peirce sunt citeva nume sonore ce
au descoperit posibilitatea de a dezvolta ceea ce se va numi o
»algebrd a logicii”, o modalitate matematica de a modela legile
abstracte ce guverneaza inferenta formala.

Aceasta intentie a fost concretizatd cu succes de George
Boole in lucrarea The Mathematical Analysis of Logic, in 1847,
prima aplicare sistematicd a metodelor algebrei la logica. Acestei
reusite i se adauga, sapte ani mai tarziu, publicarea unei alte opere,
An Investigation of the Laws of Thoughs, in care Boole dezvolta
analogia formald intre operatiile logicii si matematicii, aratand cum
formule algebrice pot fi folosite pentru a exprima si manipula
relatii logice.

Incercirii lui Boole de a matematiza logica, i se adauga, in
aceeasi perioadd, aceea de a logiciza matematica. Ideea reducerii
matematicii la logica, preluata de la Leibniz, consta in esenta din
doua obiective: mai intdi, se propunea definirea conceptelor
matematicii n termeni de concepte pur logice, si in al doilea rand,
se propunea deducerea teoremelor matematice din axiome pur
logice.

Deloc accidental, Incercarea de a logiciza matematica a
coincis cu un proces revolutionar ce dorea introducerea unei mai
mari rigori in matematica. Dezvoltarea geometriilor neeuclidiene,
legatd de numele sonore ale lui Lobachevski, Bolyai, Riemann a
condus la centrarea atentiei pe metoda axiomatica §i pe cercetarea
fundamentelor in general. Bolzano, Weierstrass, Dedekind si
Cantor au dezvoltat independent metode de a fundamenta
numerele irationale in termeni de numere rationale, si bazandu-se
pe rezultatele acestora, Giuseppe Peano a fost capabil sa dezvolte
sistematic, nu doar o teorie a aritmeticii §i a numerelor rationale,
dar o si o teorie detaliatd a limitelor reale. Rezultatele acestuia,
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expuse in lucrarea din 1889, intitulatd Arithmetics Principia, ardtau
cum, pornind de la cateva notiuni primitive, era In principiu posibil
sa se derive Intreaga matematicd ntr-o manierd riguroasa si
coerenta.

ESTE MATEMATICA PURA REDUCTIBILA LA LOGICA?
LOGICISMUL

Cruciale in acest proces au fost introducerea
cuantificatorilor si dezvoltarea calculului cu predicate, pe care le
datordm, farda indoiald, lui Gottlob Frege. Reludand un ideal mai
vechi, acela al lui Leibniz, Frege a dorit nu atét sa reprezinte logica
abstracta 1n formule, cat sd reprezinte continuturi prin semne scrise,
intr-o manierd mai precisa si mai clara decat e posibil prin limbajul
natural. Recunoastem aici acea ,lingua characteristica” la care
aspira Leibniz. Rezultatul a fost introducerea unui limbaj simbolic
foarte general, potrivit pentru a exprima tipul de inferente formale
utilizat Tn matematicd. Reludnd, de asemenea, structura
propozitionald introdusd de Leibniz, In care predicatul este o
proprietate a subiectului, si interpretdnd enunturile in termeni de
functie-argument, Frege a reusit s combine expresii reprezentand
individuali si predicate (proprietati si relatii) cu conectorii
propozitionali (,,$1”, ,,sau”, negatia), si cu cuantificatori ( ,toti”,
,unii”), intr-un limbaj destul de puternic pentru a exprima pana si
cele mai complicate enunturi matematice.

In opera sa capitald, Begriffsschrift, eine der
arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkes
(Scriere conceptuala; un limbaj formalizat al gdndirii pure,
modelat dupa limba aritmeticii), Frege creeaza ceea se va numi
logica predicatelor: spre deosebire de logica propozitiilor, a carei
extindere este, logica predicatelor nu poate fi interpretata ca algebra
booleand. ,,Aici, Frege inoveazd la modul absolut, importanta
teoriei sale fiind cu totul covarsitoare: logica formala capata astfel
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fortd de propulsie, devine apta sd formalizeze structura mai fina a
rationamentelor In care intervin propozitii existentiale si generale,
se dovedeste in masurd de a unifica induntrul unei singure teorii, in
lumina acelorasi concepte fundamentale, analiza propozitiilor de
predicatie si de relatie.” Pentru prima data se putea aplica riguros
logica la matematicd, pentru a studia fundamentele acesteia.

Lucrarea ulterioard, din 1884, Die Grundlagen der
Arithmetik. Eine logisch-mathematische Untersuchung den Begriff
der Zahl (Fundamentele aritmeticii. O cercetare logico-
matematica asupra conceptului de numar), marcheaza un moment
crucial in fundamentele matematicii. Aici Frege dezvolta
programul sau logicist de fundare a aritmeticii. Dacd prima sa
carte, Begriffsschrift, urmarea sa aplice noul calcul logic pentru a
deduce teoreme matematice, in lucrarea din 1884, Frege pune
nsdsi problema naturii propozitiilor aritmetice si a conceptului de
numar.

Centrald pentru aceasta lucrare este critica pe care Frege o
face lui Kant si conceptiei acestuia conform careia legile aritmeticii
ar fi adevaruri sintetico-apriori, precum si empirismului lui Mill.
Asemeni lui Russell, mai tirziu, Frege respinge si conceptia
conform céreia legile aritmeticii ar fi adevaruri inductive.

Frege reia incercarea lui Lebniz de a demonstra
propozitiile aritmeticii pornind de la definitii, dar programul sau
este unul mai complex, mergind mult mai departe in afirmarea
caracterului analitic al propozitillor matematicii. Propozitiile
aritmeticii sunt, in opinia lui Frege, analitice si a priori, ele au un
caracter analitic Intrucat sunt adevaruri logice: ,,Tentativa de a
relava adevarurile aritmeticii in calitate de adevaruri logice are la
Frege o bazd incomparabil mai solidd decat la Leibniz. Se afirma
nu numai cad matematica este o stiintd strict deductiva, ale carei
adevaruri decurg In formd purd din definitii admise initial, dar se
preconizeazd totodata sid fie explicitatd logica dupa care se
desfasoara demonstratiile, se cer a fi precizate regulile de deductie
pe care le folosim.”"".
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Al doilea pas, la fel de important in Intreprinderea lui
Frege este acela de a ardta ca insesi notiunile aritmeticii sunt de fapt
notiuni logice. Frege va stabili prin intermediul unei detaliate
analize definitia logica a numarului si sugereazd modul In care
proprietdtile principale ale numerelor, relatiile dintre ele, legile
operatiilor cu numere naturale pot fi traduse prin intermediul unor
notiuni pur logice.

Programul logicist al lui Frege viza formalizarea integralad
a logicii si aritmeticii si prezentarea lor sub forma unui sistem
deductiv formal, axiomatizat. Frege consacra acestui scop opera sa
capitala, Grundgesetze der Arithmetik, Begriffsschiftlich abgeleitet
(Legile fundamentale ale aritmeticii), In care, pe baza a cinci
axiome, a unor idei logice primitive, a unor reguli de definitie si a
unor reguli de deductie, Frege deriva principalele teoreme ale
aritmeticii si defineste notiunile de bazd ale aritmeticii drept
constructii logice. Este interesant de notat faptul ca succesul lui
Frege se leagd de numele acestei carti, insd intr-un sens negativ,
deoarece esecul intreprinderii sale, aratat de Russell, dupa lectura
acestei carti, n 1902, 1-a adus 1n atentia publicului larg.

Asistand la Congresul international de filosofie de la Paris,
din 1901, Russell a fost impresionat de comunicarea prezentatd de
matematicianul italian Giuseppe Peano; lectura lucrarilor lui Peano
va fi continuata cu aceea a lucrdrilor lui Frege. Atras de programul
logicist, Russell abordeaza cu deosebitd atentie lucrdrile
logicianului german, facand, in 1901, o descoperire catastrofald
pentru Frege, descoperire ce afecteaza nu numai sistemul formal
fregeean, ci submineazd insesi fundamentele evidente,
incontestabile de pand atunci, ale logicii si ale teoriei multimilor.
Antinomia descoperitd de Russell In sistemul lui Frege 1l va
conduce pe acesta din urma sa-si abandoneze programul logicist,
deschizand insd calea pentru Russell si Whitehead, care vor fi
continuatorii sai.
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Paradoxul lui Russell

Una dintre ideile de baza ale logicismului lui Russell
constd in aceea cd regulile pentru aritmetica numerelor naturale si
conceptele fundamentale utilizate aici pot fi determinate pornind de
la concepte din teoria multimilor si logica relatiilor.

In cadrul incercarii sale de a oferi dovada derivabilitatii
matematicii din logica, Russell s-a confruntat cu probleme care 1-au
condus spre dezvoltarea unei teorii, datoritd céreia a devenit
celebru; este vorba despre faimoasa teorie a tipurilor. Punctul de
pornire in elaborarea ei a fost paradoxul claselor. Russell s-a
confruntat cu aceasta problema atunci cand a incercat sa defineasca
numerele naturale pornind de la conceptul de clasd. Acest paradox
este o formd specificd a paradoxului general, impus ncd din
Antichitate, referitor la propozitiile si expresiile auto-referentiale.

Paradoxul lui Russell ia nastere astfel: daca ne referim la o
clasd, o putem considera att din punct de vedere extensional, cat si
din punct de vedere intensional. Vorbim despre o determinare
extensionala atunci cand Intelegem clasele drept colectii de obiecte,
pe care 1n principiu le-am putea numara. Apoi, cu conditia cd am
avea mijloacele de a identifica obiectele respective, tot ceea ce ne
ramane este sa intelegem notiunea de conjunctie logica. Problema
nu este atit de simpla cum apare la prima vedere, si Russell a
observat dificultatile cu care ne putem confrunta atunci cand ne
raportam la clase din punct de vedere extensional. In primul rand,
dacd propozitiile matematice pot fi transformate in propozitii
despre clase, putem Intilni clase care au un numdr infinit de
elemente. Insd o conjunctie infinita are o validitate dubitabila, din
punct de vedere logic: dacd, de exemplu, aceastd conjunctie este
formata dupa o reguld, cum ar fi aceea a adunarii, care conduce la
serii infinite de numere naturale, ar putea parea posibila
enumerarea tuturor elementelor, 1nsa, din punct de vedere practic,
este logic ¢i nu ne putem permite si facem acest lucru. In al doilea
rand, exista problema multimii vide, care este o clasd fard nici un
membru; intrebarea este dacd o putem privi pe aceasta drept o
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colectie. In cel din urma rénd, apare inci o dificultate, in privinta
claselor cu un singur membru. Din ratiuni logice, trebuie sa
distingem o clasd cu un singur element de unicul sau element.
Generalizand, Russell considerd cd este eronat sa gandim colectiile
de obiecte ca existind alaturi de elementele ce le compun, iar
exemplus sau preferat este acela in care o pereche de Incaltari ar
putea fi privitd ca o colectie de nu de doua, ci de trei elemente: pe
langd cele doua incdltdri luate separate, ar apdrea si al treilea
element, perechea formatd din cele doua. Dacd ar fi legitim si
gindim astfel, s-ar putea ajunge la a vorbi cu sens despre totalitatea
lucrurilor existente ca despre o totalitate care nu este finitd, si astfel
ar aparea o contradictie. Aceasta pentru cd este demonstrabil, din
punct de vedere matematic cd, datd o colectie de n elemente, putem
sorta din aceasta colectie 2" submultimi. Cantor insa aratase ca desi
numarul n este infinit, 2" trebuie s fie intotdeauna mai mare decat
n. Dar aceasta inseamna ca daca toate colectiile de lucruri posibile
sunt considerate 1n totalitatea lucrurilor care existd, obtinem
rezultatul contradictoriu In care numarul de lucruri care exista este
mai mare decat totalitatea lucrurilor existente. Avem astfel, dupa
expresia lui Russell, ,,0 dovadad aritmetica precisd cd existd mai
putine lucruri in cer i pe pamant decit cele pe care le imagindm 1n
filosofia noastra.”™"

In multe cazuri, poate parea lipsit de importantd daci o
clasi este definitd intensional sau extensional. In cazul unei
determindri extensionale, se poate, cel mult, spune cd ar fi mai
exacta, pentru ca este evident ca nu poate aparea nici o indoiala
daci o entitate este sau nu membri a clasei respective. In multe
contexte, Insa, apare necesitatea de a numi sau a ne referi la clase
care nu pot fi determinate extensional. Dupd cum s-a vazut, acest
lucru este valabil pentru clase care au un numar infinit de elemente,
cum sunt clasa numerelor prime sau clasa tuturor numerelor. in
acest caz, Russell opereazd prin determinarea intensionald a
claselor, adica privind clasa drept o colectie de obiecte care satisfac
o0 anumitd functie propozitionala.
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O clasa determinatd constd, in opinia lui Russell, din
entitati care fac adevarata o anumita functie propozitionald. Astfel,
clasa oamenilor constd din entitdti care fac adevaratd functia
propozitionald ,,x este om”, clasa numerelor prime, din entitéti care
fac adevarata pe ,,x este numar prim’. in acelasi mod, se pot forma
clase ale caror elemente sa fie, la randul lor, clase, cum ar fi clasa
claselor numarabile.

Daca 1nsd nu sunt definite cadrele dupd care se poate
conduce o constructie a unei clase din alte clase, atunci va surveni
ceea ce in literatura de specialitate a fost numit paradoxul claselor.
Si aceasta fiindcd se poate afirma Tn mod justificat despre anumite
clase cd ele nu pot constitui un element al Tnsesi acestor clase (de
exemplu, clasa presedintilor Romdniei, care, evident, nu este un
presedinte, deci nu se poate auto-contine). Dimpotriva, in alte
cazuri, pare legitim sa putem spune ca respectivele clase pot
constitui un element inclus 1n ele insele (de exemplu, clasa claselor
numarabile, care este, la randul ei, o clasa).

Astfel, poate parea corect ca prin functiile propozitionale
X este un element care se contine pe el insusi” si ,,x nu este un
element care se contine pe el insusi” si fie formate doud clase. In
cazul In care ne punem problema daca clasa determinatd prin
ultima functie propozitionald mentionatd — deci clasa claselor care
nu se contin pe ele Insele ca element — se contine sau nu pe sine
nsasi, ajungem la o contradictie. Daca presupunem cd aceastd
clasa se contine ca element pe sine insdsi, atunci urmeaza ca ea nu
se contine pe ea Insasi, deoarece am definit-o ca acea clasa care nu
se contine pe ea Tnsasi. lar daca presupunem ca aceastd clasd nu se
contine ca element pe ea Insdsi, atunci urmeazd cd ea esfe un
element din sine nsdsi, deoarece, 1n acest caz, satisface functia
propozitionala ,.x nu este un element care se contine pe el Insusi”.

Paradoxul claselor — cu timpul a fost numit paradoxul lui
Russell — poate parea o chestiune de rafinament tehnic. Trebuie sa
Iudm in considerare insd doud contexte care ne vor permite sa
intelegem de ce, pentru Russell, aceastd antinomie nu poate fi
evitatd. Dacd suntem de pdarere, Tmpreund cu Russell, ca
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matematica — consideratd incd din Antichitate drept paradigma a
cunoasterii clare si univoce — poate fi Tntemeiatd Tn mod apodictic
doar prin demonstrarea fundamentelor ei logice, atunci prezenta

unor astfel de antinomii In demersul de Intemeiere devine
problematica.

Teoria tipurilor

Russell calificd situatia nefastd a paradoxului claselor si a
altor antinomii similare drept o formd inacceptabild de
autoreferintd sau reflexivitate. Este vorba de formarea unor
structuri de ansamblu care nu pot fi acceptate. Astfel, Russell
incearca sa se detaseze de asa-numitul principiu al cercului vicios :
aceasta forma inacceptabild a autoreferintei apare atunci cand este
avansat un enunt general despre toate cazurile unui anumit gen,
fapt care conduce la aparitia unui nou caz, care este si hu este de
acelasi gen cu sus-numitele cazuri.

Sau, cu cuvintele lui Russell, ,,Ceea ce presupune o
colectie luatd in totalitatea ei nu trebuie sd fie un membru al
colectiei.”™ Cu ajutorul acestui principiu, Russell considerd ci
paradoxele logico-matematice pot fi evitate. latd cum aplica
Russell acest principiu in logica matematica. O clasa este un obiect
care deriva dintr-o functie propozitionald ®@x si presupune functia:
X sunt toti aceia care verifica ®x. Daca notdm clasa tuturor acelora
care verificd ®x cu simbolul x(®x) — adica clasa determinata de
functia propozitionald ®x - simbolul ®[x(Px)] trebuie privit fard
sens — meaningless, dupd principiul cercului vicios. Simplu spus:
argumentul unei functii propozitionale ®x nu poate fi chiar functia
sau clasa determinata de functie.

Russell descoperd paradoxul claselor in timp ce pregatea
lucrarea ce va apdrea in 1903 sub numele de The Principles of
Mathematics. Intr-un apendice la aceasta lucrare el va oferi solutia
acestui tip de paradoxe prin celebra sa teorie a tipurilor. Desi
avanseaza aceastd teorie pentru a solutiona contradictiile ivite in
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teoria multimilor si In logica matematica, Russell considerd ca ea
nu serveste numai acestui scop: ,,ea corespunde, de asemenea, ntr-
0 mare masura simtului comun, ceea ce o face credibila in sine’™.

in forma sa cea mai simpl4, teoria tipurilor se sprijind pe
principiul conform caruia o functie propozitionald presupune
totalitatea posibilelor sale argumente, ceea ce echivaleaza cu a
spune cd sensul sau nu este specificat pand nu se specifica acea
categorie de obiecte care o pot satisface. Rezulta cd in aceasta
categorie de obiecte nu putem include ceva care sa fie definit in
termenii functiei insesi. in lumina acestei constatiri, solutia lui
Russell la paradoxul claselor este urmatoarea: a spune despre clasa
tuturor claselor care se autocontin ca este sau nu un membru al ei
nsdsi (se autocontine) nu este nici adevarat, nici fals, ci lipsit de
sens”.

Ceea ce obtinem este un sistem 1n care functiile
propozitionale, si prin urmare popozitiile, sunt aranjate intr-o
anumita ierarhie. Aceasta va fi o ierarhie de tipuri. Vom avea astfel
tipul cel mai de jos — indivizii; proprietdtile indivizilor vor fi
obiecte logice de tipul al doilea; proprietitile proprietatilor
indivizilor vor fi obiecte logice de tipul al treilea, s.a.m.d. Tradusa
in termeni de functii propozitionale, ierarhia se dezvoltd in felul
urmator: pe primul nivel avem functii care au drept argument
indivizii; pe urmdtorul nivel vom avea functii care au drept
argument functiile de ordinul 1ntéi, pe nivelul al treilea vom avea
functii ce au drept argument functiile de ordinul doi, s.a.m.d.™

Obiectele care satisfac functiile la un anumit nivel
constituie un anumit tip, si principiul ce ghideaza constructia consta
1n aceea cd ceea ce poate fi asertat, pozitiv sau negativ, despre
obiectele unui tip, nu poate fi asertat cu sens despre obiectele unul
tip diferit. Formularea noastra este datd intr-un limbaj realist, dar
este ugor de observat cd principiul poate fi enuntat sub forma unei
reguli privind combinatiile de simboluri ce pot fi considerate cu
sens.

Existand o ordine a propozitiilor, corespunzatoare celei a
functiilor propozitionale, In care vom avea: enunturi, enunturi
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despre enunturi, enunturi despre enunturile despre enunturi,
s.am.d., rezultd printre altele, ca nu putem atribui cu sens orice
proprietate propozitiilor in general, ci doar cel mult unor propozitii
de un tip sau altul, si astfel, paradoxele pot fi evitate.

Virtuti si limite ale simbolismului din Principia Mathematica

Semnificatia filosofica a Intregului efort logisist este ca s-a
demonstrat cad adevarurile matematice sunt independente de
gindirea umana, de caracteristicile structurale ale modului nostru
de gindire.

Adevarurile matematice au fost demonstrate ca fiind
necesare §i obiective pentru ca depind numai de anumite reguli
logice fundamentale care sunt valabile independent de spirit sau de
lumea empirica. Noul limbaj logic este: formal, pentru ca regulile
care 1i conduc termenii sunt cunoscute cu exactitate; puternic, prin
faptul cd, spre deosebire de logica traditionald, aristotelicd, este
capabil de a exprima o diversitate extrem de bogata de intelesuri.
Astfel, logica aristotelica, ce opera cu relatii Intre clase, devine doar
un mic fragment al noii logici, care poate opera cu ansamble de
propozitii i cu structuri interne de propozitii.

Russell a vazut in noul simbolism logic o cale de a aborda
probleme filosofice mai vechi. El era convins ca noua logica pune
la dispozitie o limba ideala sau perfecta. Parerea sa era cd limbajul
obisnuit s-a dezvoltat pentru anumite scopuri, ceea ce aratd ca el
este nepotrivit pentru exprimarea conceptelor si problemelor
filosofice. In lucrarea The Analysis of Mind, Russell afirma c dac
limbajul ar fi fost inventat de oameni de stiinta cu scopuri ce tin de
filosofie si logica, atunci ar fi rezultat exact simbolismul elaborat
de el. Precizia, claritatea si lipsa de ambiguitate posibile In cadrul
noii logici promiteau gésirea unei cai de a reformula problemele
filosofice astfel incat solutia lor sa devind evidentd, sau chiar sa
faca sd dispard, ca pseudoproblemad, problema initiald, daca aceasta
se dovedea a nu fi autentica.
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Trasaturile acestui sistem sunt sintetizate astfel de catre
Anton Dumitriu*";

,»1. Sistemul logico-matematic din Principia mathematica este
primul sistem logic complet si explicit axiomatizat.

2. El este primul sistem logic (aproape, s.n.) complet formalizat,
doarece nu tine seama decat de semne si de regulile cu ajutorul
carora se construiesc formule din aceste semne.”

Aceastd din urma trasdturd este de maxima importantd,
deoarece ridicd o problema esentiala: pand unde se intinde puterea
unui simbol de a primi o semnificatie? Vom vedea, in continuare,
cd aceasta va fi una dintre limitele esentiale nu numai a
logicismului, dar si a formalismului. Intreaga logica simbolica este
creatd pentru a asigura deductiei rigoare matematicd; problema
care apare este cum putem avea certitudinea ca un joc de simboluri
poate reprezenta un proces deductiv, si pand unde se Intinde
aceasta posibilitate?

Folosul simbolismului logic este indiscutabil. Bertrand
Russell subliniazd acest lucru in Prefata la Principia
Mathematica: ,,Adoptarea regulilor in procesul deductiv ajuta
intuitia n regiuni foarte abstracte (...) Si astfel mintea este condusa
sa construiasca siruri de rationamente in care imaginatia ar fi cu
totul incapabili si se sustina singur fara ajutor simbolic.”™"
Utilizarea simbolului nu este numai avantajoasd, dar de la un
anumit grad de complexitate a gindirii, apare ca o necesitate: cu
ajutorul unui simbol se pot concentra si efectua operatii complexe
mintale care, fiind bine cunoscute, nu mai au nevoie sa fie detaliate,
ci numai simbolizate, rezultatul aparand automat. Matematica
utilizeazd astfel de notatii simbolice, care acoperd largi procese
mintale, in mod frecvent. De exemplu, un simbol de integrare a
unei functii:

[ feodo,

Concentreaza in el o suma de rationamente extrem de
delicate care nu mai sunt repetate, ci sunt doar ,,reprezentate’ prin
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simbol. Simbolul desfasoara apoi o serie de operatii automate, care
conduc la un rezultat univoc.

Totusi ,,acest sistem urmeaza sa fie perfectionat. El este,
pe de o parte, un sistem perfectibil ca orice sistem stiintific, iar pe
de alta parte a pornit cu céteva dificultati initiale™". Este vorba
despre faptul ca Russell nu a reusit sa formalizeze anumite reguli
din sistemul sau, cum ar fi regula substitutiei, pe care acesta nu o
enuntd in mod formal, ci in limbajul obisnuit intuitiv. El insusi o
recunoaste: ,,Acest principiu se sustrage expunerii formale si indica
un anumit esec al formalismului in general.”™ Acesta este un
indiciu clar ca Russell nu a reusit sd ,,izgoneasca complet intuitia
din sistemul sau si totul sa fie numai semn si regula a semnelor™".
In plus, un alt neajuns al sistemului lui Russell este insusi caracterul
celebrei sale teorii a tipurilor. Contradictiilor pe care le aducea cu
sine matematica transfinita, Russell le va oferi ca solutie aceasta
teorie. Ramane nsd de vazut In ce masurd principiul teoriei
tipurilor este unul logic, sau este, mai degraba, o conventie
adoptatd pe parcursul demersului de fundamentare logicd a
matematicii. Se doreste teoria tipurilor a fi prescriptiva pentru
matematica transfinitd, sau doar un procedeu de evitare, si nu de
solutionare a paradoxelor?

Am védzut cum teoria multimilor permite alcatuirea de
propozitii despre toate elementele claselor finite si infinite ale unui
numdr cardinal oarecare, de exemplu despre clasa tuturor
numerelor naturale, clasa mai mare a tuturor subclaselor acestei
clase, clasa si mai mare a tuturor subclaselor clasei mentionate
anterior, s.a.m.d. Dar, presupunind cd existd clasa tuturor
numerelor cardinale, atunci aceastd presupunere, care nu este
interzisd de teoria lui Cantor, este incompatibila cu teoria sa
conform céreia nu existd un numar cardinal maxim. Teoria tipurilor
a lui Russell pare sd rezolve aceastd antinomie, interzicand
formarea unei clase a tuturor numerelor cardinale.

O obiectie fundamentald pe care o aduce Stephen Kdrner
in lucrarea Introducere in filosofia matematicii este aceea ca
principiul ce interzice formarea acestui tip de totalitdti nu este unul
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logic, ci are doar valoare de remediu ad-hoc: ,,Principiile pe baza
carora in formalismele logiciste, in particular in Principia
Mathematica, sunt evitate antinomia celui mai mare cardinal
Tmpreuna cu antinomia claselor tuturor claselor care nu se contin pe
ele insele ca element, precum si alte antinomii sunt din nefericire
principii care nu sunt logice — oricare ar fi sensul acceptat al
cuvantului — nici In mod evident, nici prin demonstratie. Ele au, si
exista un consens general in aceasta privintd, caracter de remedii
ad-hoc. Cei care le propun nu pretind ca au diagnosticat sursa bolii
pentru care ei prescriu aceste remedii, ci pur si simplu exprima
speranta ci in felul acesta contradictiile vor fi evitate.”™""

Daca este legitim sd aplicdm, numai provizoriu, astfel de
remedii, atunci la fel de pertinente pot apdrea si alte atitudini
filosofice, cum ar fi, de exemplu, cea a formalistilor care sunt de
parere ca este util sa Tnlocuim conceptul care produce confuzie,
printr-un altul, ,,sdndtos”, care sa serveasca aceluiasi scop. Este
ceea ce au incercat Hilbert si scoala sa.

ESTE MATEMATICA SIMPLA UTILIZARE DE SEMNE
IN CALCULE?
FORMALISMUL

Deschidem astfel discutia despre o altd linie de gandire, cu
principiile conducdtoare, Kant ajunge sd anticipeze principiile
coordonatoare ale celorlalte doud miscari moderne din filosofia
matematicii: formalismul si intuitionismul. Ne vom ocupa in cele
ce urmeaza de prima dintre aceste doud miscari.

Daca Frege si Russell au respins Tmpreund conceptia
psihologistd kantiand, Hilbert o va accepta pe aceasta, in masura In
care 1si propune sd arate ca ,...ceea ce existd ca supozitie In
formarea inferentelor logice si in efectuarea operatiilor logice este

A

deja dat in reprezentare (Vorstellung): adica anumite obiecte

Catalina Daniela Riducu



50

ROSLIR
Revista Romana de Semio-Logica (Pe Internet)

concrete extralogice, care sunt prezente intuitiv ca experientd
nemijlocit si care constituie substratul intregii gandiri.””™

Ceea ce doreste Hilbert este sa arate ca dacd matematica se
margineste la descrierea obiectelor concrete de un anumit fel si a
relatiilor logice dintre aceste descrieri, atunci nu pot aparea
contradictii in interiorul ei. Conceptul de infinitate actuald al Iui
Cantor, nedescriind nici un obiect concret, nu poate genera
antinomii in matematica aceasta. Insd acest lucru nu inseamni ci
Hilbert ar abandona matematica transfinita a Iui Cantor, asa cum o
vor face intuitionistii, ci mai degraba, el va incerca o impécare a
matematicii concrete, cu teoria abstractd si transfinitd a lui Cantor.
El va distinge notiunile concrete ale matematicii finite de cele
ideale ale matematicii transfinite, adaugindu-le pe acestea din
urma primelor, intr-un sistem a carui necontradictie igi propune sa
o demonstreze. In expunerea lui Hilbert, matematica clasica are ca
nucleu un continut perceptibil, la care se adugd obiecte fictive,
imperceptibile, In particular, diferite totalitdti infinite. A demonstra
coerenta internd a unui sistem de propozitii echivaleaza cu a arata
ca acest sistem nu contine doud propozitii dintre care una sa fie
negatia celeilalte. In cazul sistemelor foarte simple este usor s se
alcatuiasca o listd a tuturor propozitiilor sistemului, si sd se verifice
lista din punct de vedere al coerentei. in cazul sistemelor mai
complexe, este nevoie ca sistemul sa fie delimitat cu precizie si sa
fie 1n intregime controlabil.

Hilbert considera ca obiectele unui domeniu stiintific pot fi
ordonate intr-un sistem de concepte, astfel incat fiecarui obiect din
domeniul respectiv sa-i corespundd un concept al sistemului, iar
fiecarui fapt din cadrul domeniului o relatie logica intre concepte.
Sistemul de concepte astfel imaginat va fi teoria respectivului
domeniu stiintific. Daca dorim sa dovedim ca o anumita teorie este
necontradictorie, adicd In cadrul ei nu apar paradoxe, este de ajuns
sa imagindm un model al acestei teorii. Teoria pentru care se
construieste modelul este consistentd, daca sistemul construit de
noi este consistent: ,,in cadrul disciplinelor fizice este suficient sa
reducem problema noncontradictiei acestora la necontradictia
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aritmeticii, necontradictia acesteia la necontradictia teoriei
multimilor, iar pe aceasta la necontradictia unui sistem logic de tip
axiomatic.”™*

In acest fel, formalismul hilbertian patrunde pe tirdmul
logicii; Hilbert va utiliza mostenirea celor pe care i criticd: el nu a
avut nevoie sd elaboreze un simbolism nou pentru a-si sustine
intreprinderea, dispundnd de simbolismul din Principia
Mathematica a lui Russell si Whitehead. El nu a facut altceva
decét sa adapteze simbolismul acestora la scopurile sale.

,Hilbert si-a dat seama de la inceput cd nu poate reconstrui
bazele matematicilor fara logica si ca, pe de altd parte, nici logica
nu poate fi constituita fara sa implice notiuni matematice, cum este,
de pilda, notiunea de numar intreg. De aceea Hilbert se decide sa
construiasca deodatd si paralel logica si matematica.”™

Spre deosebire de logicisti, Hilbert nu considera ca
matematica s-ar reduce la logica, ci ca cele doua discipline trebuie
reconstruite impreund. in articolul din 1904 intitulat Uber die
Grundlagen der Logik und Mathematik (Despre fundamentele
logicii si matematicii), Hilbert propune pentru prima datd un
program de eliminare a paradoxurilor descoperite In matematica
prin axiomatizarea logicii, aritmeticii, analizei §i teoriei multimilor.
Din acest articol transpare Increderea sa In metoda axiomatica, pe
care o considera, conform W. Kneale si M. Kneale ™' un
instrument adecvat spiritului uman si indispensabil in orice
cercetare exactd in orice domeniu.

In dorinta sa de a demonstra consistenta unui sistem ca
acela al matematicii, Hilbert va ajunge la concluzia cd acest lucru
se poate realiza numai daca se va rationa nu 1n interiorul sistemului,
asa cum se incercase pana atunci, ci din afara sistemului in cauza,
adica rationandu-se despre sistem, deci la un nivel mai Tnalt, despre
formulele in care este exprimat sistemul: ,,Matematicianul de la
Gottingen a luat astfel limbajul matematic separat, l-a desfacut 1n
elementele sale pentru a ridica edificiul logicii noi. Autorul acestei
logici i-a dat la inceput numele de meta-matematicd...”™"
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Logica sa va studia astfel rationamentul in el insusi; forma
finala a acestei logici noi va fi expusa in lucrarea Grundzuge der
theoretischen Logik. Ea va consta Intr-un sistem de simboluri, care,
date fiind anumite relatii initiale intre aceste simboluri, va tese o
retea susceptibild de a fi dezvoltatd necontenit. Aceasta logica va fi
strict formala, deoarece din datele primitive nu se considerd decat
capacitatea lor de a fi ordonate Intr-un fel sau altul. Formalizarea
unei teorii, din punctul de vedere al lui Hilbert, nu echivaleazi cu
izgonirea intuitiei 1n cadrul preocupdrilor sale. Dimpotriva:
»ntroducand formalizarea nuda, Hilbert rupe legdtura cu operatia
propriu zisa, naturald, a inventiei unei teorii. Dar numai in drept, si
nu in fapt. Pe deasupra tuturor intuitiilor concrete, logica lucreaza
cu o anume intuitie, in care semnele — simboluri — pot fi combinate,
dupa libertatea lor, Intr-un anume chip. E o intuitie fard imagini,
care lucreaza ntr-o lume abstracta, unde entitdtile care o populeazi
sunt simple litere...”™"

Semnul, prin configuratia sa, are doud caractere: el este, pe
de o parte, depozitarul unei reguli formale; pe de altd parte, fiind
lipsit de continut, are o mobilitate completd in domeniul
sensibilului, orice continut intuitiv putandu-i-se substitui. Este ceea
ce au remarcat Russell si Whitehead, in efortul lor de constituire a
simbolismului logic din Principia Mathematica. Tot ceea ce s-a
infaptuit in logica, dupa aparitia monumentalei lor opere, se leaga
de rezultatele pe care acestia le-au obtinut. Este si cazul lui Hilbert:
simbolismul utilizat de el nu difera decat ca scriere, avand insa
avantajul de a fi mai compact. Cu ajutorul simbolurilor logice -
independente de semnificatie — i al formulelor ce exprima relatiile
dintre acestea, se poate opera mecanic, automat, logica devenind
astfel un fel de algebra universala, in care se poate exprima orice
teorie. Hilbert va perfectiona din punct de vedere formal sistemul
Iui Russell, incercand, la rndul sdu, sd refacd logic si sa
fundamenteze matematica, ardtand cum, cu ajutorul noii sale logici,
paradoxurile pot fi Tnldturate.

Asa cum am mentionat anterior, metoda lui Hilbert de a
fundamenta matematica, consta Tn a construi o teorie a acestei, un
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sistem a cdrui necontradictie urma sd o demonstreze. Daca acest
scop ar fi Indeplinit, atunci s-ar rezolva contradictiile atit de
chinuitoare aparute 1n interiorul matematicii. O teorie matematica
constd Intr-un corp de axiome — propozitii primitive — la care se
adauga propozitiile derivate din acestea prin reguli de deductie.

Hilbert va  formaliza  aritmetica, = demonstrand
necontradictia acesteia. in Grundlagen, el va formaliza complet
geometria elementard, ardtand si cazul acestei ramuri a matematicii
necontradictia sistemului axiomatic pe care l-a creat. El va
demonstra ca orice element al geometriei euclidiene se poate
inlocui cu elemente aritmetice si ca toate relatiile stabilite de
axiome se traduc prin relatii aritmetice exacte intre elementele
aritmetice corespunzitoare. In acest fel, daci geometria euclidiani
nu ar fi necontradictorie, contradictia ar trebui sd se manifeste
printr-o contradictie aritmeticd. Dar cum demonstrase deja ca
aritmetica este necontradictorie, compatibilitatea axiomelor
geometriei este astfel asiguratd, si cu aceasta necontradictia Intregii
geometrii.

Construind un model formal pentru rationamentul
matematic, Hilbert nu a vrut s imagineze un simplu joc de
simboluri private de orice continut — asa cum i s-a reprosat de cétre
Brouwer; simbolurile, nefiind definite, acceptd mai multe
continuturi intuitive: ,,Cu alte cuvinte, o teorie formald este
auaceptibila de mai multe interpretdri, tocmai fiindcad este
independenta de orice interpretare™"; daca este si vorbim despre
un joc al formulelor, atunci acesta céntareste deosebit de greu,
ntrucat este de o maxima importanta filosofica, fiind condus dupa
anumite reguli determinate ce exprima tehnica modului nostru de a
gandi. Aceste reguli formeazd un sistem inchis, in opinia lui
Hilbert, ce poate fi descoperit si stabilit In forma definitiva.

Intentia fundamentald a lui Hilbert este™ aceea de a
descrie activitatea noastrd de intelegere, de a crea un protocol al
regulilor dupa care gandirea noastra actuald functioneaza. Gandirea
se desfdsoard In paralel cu activitatea vorbirii. Noi formam
propozitii pe care le inlantuim intr-o ordine succesiva. in cuvintele
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lui Hilbert, daca vreo totalitate de observatii si fenomene merita sa
devina obiectul unei investigatii riguroase si profunde, atunci
investigatia condusa de el este cea potrivitd. Aceasta sugereaza ca
regulile acestui joc nu sunt altele decat legile fundamentale ale
gandirii umane. Esenta formalismului lui Hilbert constd in aceasti
credintd cd mare parte din gandirea matematica are, in fond, un
caracter formal-algebric sau sintactic. Scopul formalismului este
acela de a identifica formele fundamentale ale gandirii umane.
Aceste forme fundamentale, ce pot fi imaginate drept teorii-forma
reprezintd de fapt patternuri dupa care functioneazd gandirea
umand si care pot fi umplute cu o diversitate foarte bogata de
continuturi.

Problema care poate aparea, si reprosul ce i-a fost adus pe
drept Iui Hilbert, este cd nu orice propozitie poate fi exprimatad in
acest limbaj pur formal. Nu ne garanteaza nimeni cd in cadrul
procesului matematic nu vom intalni, la un moment dat, fraze care
nu vor putea fi exprimate in limbajul simbolic, si care nu vor putea
fi justificate numai pe baza formulelor i regulilor unui sistem
formal: ,,Programul ingenios al Iui Hilbert (...) a fost sa obiectiveze
adevarurile matematicii clasice, astfel incat trasaturile perceptuale
ale obiectelor, sau ale proceselor prin care ele sunt produse, sa
corespundd trasaturilor logice ale propozitillor matematice.
Formulele-teoreme sunt, ca sd zicem asa, corpurile, iar adevarurile
fara corp sunt suflete — fiecare suflet avand cel putin un corp. Acest
program (...) nu poate fi realizat. Godel a demonstrat ca orice
concretizare a matematicii clasice Intr-un formalism trebuie sa fie
incompletd; existd totdeauna adevaruri matematice care nu sunt
concretizate in formule-teoreme.””™""

Intr-adevir, Godel va fi cel care va ardta, in 1931, limitele
sistemului formal al lui Hilbert. In primul rand, el va demonstra ca
teoriile matematice nu pot fi formalizate complet, si Tn al doilea
rand, ca nu se poate demostra consistenta unui astfel de sistem in
cadrul sistemului 1nsusi, nici chiar dacd sistemul este unul
elementar, cum este cazul aritmeticii sau al geometriei. Este vorba
despre cele doua celebre teoreme de incompletitudine ale lui
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Godel: el a aratat ca pentru orice sistem formal T, daca T este
consistent, atunci exista o propozitie G a sistemului, astfel incat nici
G si nici contradictoria ei nu pot fi teoreme ale sistemului (prima
teorema de incompletitudine); in al doilea rand, Godel va arata ca
daca formuldm 1n sistemul T un enunt, de tipul Conr, despre care
existd motive sd se sustind ca exprimad consistenta sistemului T,
acesta nu poate fi demonstrat in sistemul T daca T este consistent
(a doua teoremi de incompletitudine). In particular, dac aritmetica
lui Peano este consistentd, atunci insasi consistenta ei nu poate fi
stabilitd cu metodele sistemului. Acelasi lucru se intAmpla si cu
analiza clasica, teoria multimilor, si orice alt sistem formal suficient
de bogat. Daca teoria este consistentd, atunci consistenta sa nu se
poate demonstra in cadrul sistemului Tnsusi.

Desi efortul lui Hilbert nu a avut efectul pe care acesta si I-
a dorit, acela de a indeparta o data pentru totdeauna problemele ce
apar 1n fundarea matematicilor, el a stabilit teoria demonstratiei ca
domeniu valoros 1n cercetarea matematica. Provocarea lui Cantor
nu primit o rezolvare prin formalismul lui Hilbert, asa cum nu
primise nici prin logicismul lui Russell si Whitehead.

ESTE MATEMATICA REDUCTIBILA LA CONSTRUCTII
ALE INTUITIEI TEMPORALE?
INTUITIONISMUL

O altd solutie propusd pentru eliminarea paradoxelor
logico-matematice este teza intuitionistd. Dupad L. E. J. Brouwer,
conducdtorul modern al curentului intuitionist, este necesar a se
face o distinctie categorica intre doud activitati diferite: pe de o
parte, constructia matematica, pe de altd parte, activitatea
lingvistica, aceasta din urma constand in totalitatea propozitiilor
despre rezultatele constructiei, precum si tot ce inseamna aplicare a
principiilor logice de rationament in aceste propozitii. Deosebirea
dintre aceste doua activitdti este una fundamentald, iar ignorarea ei
este la fel de periculoasa atat pentru limbajul filosofic, cét si pentru
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cel matematic. Brouwer se intreabd dacd reprezentarea logico-
lingvistica este intotdeauna adecvatd constructiei matematice: nu
cumva reprezentarea depaseste limitele constructiei? Aici identifica
filosoful olandez marea problema de pana la el in filosofia
matematicii, si eroarea fundamentala a celor douda curente:
logicismul si formalismul. Ea consta in faptul ca atat logicistii cat si
formalistii aplicd legea tertului exclus 1n rationamentele despre
sisteme infinite de obiecte matematice, permitand astfel limbajului
sa depaseasca si sd denatureze realitatea matematica.

Din punctul sau de vedere, paradoxurile logice infirma
principiul tertului exclus, ele oferind propozitii care nu pot fi
declarate nici adevdrate, nici false: principiul tertului exclus se
poate aplica cu sens doar multimilor finite de elemente. El va
formula, in consecintd, urmatorul principiu: orice propozitie care
are un continut trebuie sa indice una sau mai multe stari de lucruri
bine determinate §i accesibile experientei noastre. Consecinta
acestui principiu este ca: ,,in domeniul colectiilor infinite nu mai
are nici un sens, dupd Brouwer, sd spunem ca un element a
apartine unui ansamblu E, fard sa putem indica acel element; cum
putem spune atunci ca o colectie are o infinitate de elemente, daca
nu putem — fiindcd in domeniul infinitului nu putem opera aceasta
intuitie in mod total — sa ardtim fiecare membru al colectiei?” "

El acuzd pe cei ce au fincercat sa dea o solutie
paradoxurilor din matematica de faptul cd au operat o extrapolare
ilicita a principiului tertului exclus, adecvat doar multimilor finite,
la multimile infinite de elemente. Consecinta acestei extrapoldari
este deosebit de grava pentru matematicd, deoarece, in opinia lui
Brouwer, principiul tertului exclus trebuie sa fie respins ca
instrument de descoperire a noilor adevaruri matematice. El
considerd cd limitarea matematicii la metodele finite ale
matematicii formaliste ar fi o gravd loviturd pentru structura
acesteia. Matematica, asa cum era practicata In epoca sa, consta din
doud parti separate: o matematicd autonoma, si 0 matematica a
carei certitudine depindea de limbaj si logica. Pentru matematica
autonoma, existenta exacta, certitudinea absolutd si necontradictia
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erau universal recunoscute, independent de limbaj si fara
demonstratie. Exista Insd si 0 matematica neautonoma, ce consta n
teoria continuului numerelor reale. Aceasta depindea de logica si
de limbaj.

In acest punct isi afirma Brouwer originalitatea, preluand
anumite idei de la Kant: ,,Matematica, dupa Kant si Brouwer,
presupune o intuitie care diferd pe de o parte si de perceptia
senzoriald, fiind o formd invariantd a acesteia, pe de altd parte
diferd si de aperceperea conexiunilor logice dintre concepte sau
propozitii. Dupd cum experienta, sd zicem, a ascensiunii unui
munte nu trebuie confundatd cu descrierea §i comunicarea ei
lingvisticd pentru altii, tot astfel experienta intuitiilor si
constructiilor matematice nu trebuie confundata cu descrierea si
comunicarea sa lingvistica.”™

Matematica este, dupa Brouwer, in esentd, independenta
atit de limbaj cat si de logica, iar daca limbajul 1n care este
exprimatd constructia matematica este contradictoriu sau nu, acest
lucru este lipsit de importanta pentru matematica.

Considerdnd matematica a fi independentd de logica,
Brower va respinge fundamentarea ei prin teoria multimilor, 1n
care au aparut paradoxele. Daca existd paradoxe, ele nu au nici o
legatura cu matematica. Explicatia aparitiei acestora o gaseste
Brouwer in aceastd confuzie dintre activitatea matematica si
limbajul matematic. Practicind corect activitatea matematica, nu
putem ajunge la paradoxuri ce s-ar cere a fi rezolvate prin mijloace
extra-matematice. O interpretare corectd a matematicii presupune,
in opinia lui Brouwer, o teorie anticantoriand, iar o interpretare
corectd a logicii presupune o teorie antilogicista si antiformalista.

Brouwer iIncearcd sd reconstruiascd matematica pe alte
baze decit cele logico-matematice. Esentiald 1n acest demers este
celebra sa teorie a intuitiei, o teorie destul de complicata, ce
,contine elemente de tip aristotelic, kantian, dar si de tip
berkeleyan si chiar hegelian”.™ Ceea ce este interesant de
subliniat, pentru discutia noastra, este faptul cd, in cadrul
matematicii, aga cum este ea conceputd de cétre Brouwer, nu sunt
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admise decit entitdti matematice, si operatii cu astfel de entitati,
care pot fi construite intuitiv, fie direct, fie indirect. Ceea ce nu
poate fi construit pe cale intuitiva, devine 1n conceptia lui Brower,
lipsit de sens. Exemplul cel mai important de astfel de entitdti
lipsite de sens 1l constituie infinititile actuale ale lui Cantor,
respectiv numerele transfinite.

Asa cum am subliniat, in expunerea paradoxului lui
Cantor, puterea sau cardinalul unei multimi, este un numar prin
care se poate raspunde la finttrebarea cite elemente are acea
multime. Am vazut cd multimea numerelor naturale, fiind o
multime infinita, dar numarabild, are cardinalul numit de noi a, pe
care l-am desemnat ca fiind infinit. Aceste este singurul cardinal
infinit pe care il accepta Brouwer. In cazul celui de al doilea tip de
multimi pus anterior 1n discutie, acela al multimilor infinite
nenumdrabile, opinia lui Brouwer este transantd: nu se poate
admite existenta unor astfel de multimi, dupd cum nu se poate
admite existenta acelei multimi care a generat dificultatea majora a
teoriei multimilor; este vorba despre multimea tuturor multimilor
infinite nenumarabile. Cantor aratase, prin procedeul diagonal, cum
o multime infinitd nenumdarabild putea fi obtinuta: luand un interval
oarecare din multimea numerelor reale (de exemplu, intervalul
deschis de la 0 la 1) si exprimand zecimal toate numerele din acest
interval, se pot imagina la infinit numere reale cuprinse in acest
interval care sa depdseasca orice posibila corespondenta 1 la 1 Intre
membrii intervalului §i o multime numdrabild finitd. Acestor
multimi Cantor le atribuise cardinale mai mici decit puterea
continuului, dar mai mari decat a multimii numerelor naturale.
Problema existentei acestor multimi, ca si a cardinalelor lor (pe
care Cantor le numise transfinite), i apare ca absurda lui Brouwer,
in masura In care el considera cd intervalul deschis de la 1 la O al
multimii numerelor reale poate fi construit, insd numai daca il
consideram numdrabil.

Conceptele de cardinal transfinit, multime a tuturor
multimilor nenumadrabile infinite nefiind concepte constructive,
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sunt eronate din punct de vedere intuitionist, si trebuie eliminate
din cadrul preocuparildrilor noastre.

Iata cum Brouwer rezolva problema paradoxelor logico-
matematice, eliminand, 1n fond, obiectul asupra caruia s-a purtat
ntreaga discutie. O consecinta deosebit de grava a acestui fapt este
cd, neadmitind conceptul de multime a tuturor multimilor, Brouwer
nu admite, ca rezultanta, nici interpretarea numerelor in termeni de
clase, facand inutil intreg efortul lui Russell, si dand, prin urmare, o
puternica lovitura logicismului.

Nici formalismul nu ramane neatins in urma efortului lui
Brouwer: admitind ideea conform careia constructia intuitiva
constituie unica garantie a existentei matematice, intuitionismul
postuleazd o tezd fundamentald, evident opusa formalismului:
»existenta matematica (conceputd intuitiv) implica intotdeauna
necontradictie logica, dar necontradictia logica nu implica
intotdeauna existentd matematicd efectivd. In mod concret, aceasti
tezd a determinat atitudinea permanent negativd a intuitionistilor
fatd de incercarile formaliste de axiomatizare a teoriei multimilor.”
XXX1

Din punct de vedere intuitionist, aga cum am vazut, orice
teorie matematicd, dacd este construitd intuitiv, conform rigorilor
Iui Brouwer, este evidentd si necontradictoriec. A se Incerca
axiomatizarea ei ulterioara, Tnseamna a descrie §i sistematiza
expresiile lingvistice corespunzdtoare rezultatelor matematice
obtinute in prealabil. Dar cum formalistii nu dispuneau In prealabil
de o astfel de teorie construitd intuitiv, ci doreau constructia ei
axiomatic-necontradictorie, nu ar fi facut, In opinia lui Brouwer,
decit sa ajunga, poate, la o teorie necontradictorie, dar sd mentina
Jin acelasi timp toate conceptele dubioase care au generat
contradictiile”™™*"

Reprosul principal pe care il aduce Brouwer formalistilor
constd in faptul ca acestia, scindind matematica in partea sa
elementara si cea transfinitd, s-au mentinut la simpla constatare a
contradictiei dintre finit si infinit, dar au sfarsit prin a reduce
infinitul la finit, In Incercarea lor de a trata, in cadrul metodei

Catalina Daniela Riducu



60

ROSLIR
Revista Romana de Semio-Logica (Pe Internet)

axiomatice, domeniul infinitului cu mijloace finitiste. In replica,
Brouwer va sublinia cd gandirea matematicd este complet
independentd de limbaj si de logica, neputandu-i-se aplica rigorile
logicii, cum ar fi aceea a legii tertului exclus, ce are valabilitate
doar 1n cazul sistemelor finite de elemente. Prin urmare, va arata el,
cauza paradoxelor din matematici o constituie utilizarea fara
restrictii a logicii in matematica.

Contrar logicistilor, intuitionistii vor ajunge la concluzia ca
nu matematica depinde de logica matematica, ci ca logica
matematicd depinde de matematicd. Ceea ce echivaleaza cu a
spune ca : ,jmatematicile trebuie sa constituie fundamentele
logicii..”™ "

INCHEIERE
COMPARATIE: LOGICISM, FORMALISM, INTUITIONISM

In paginile anterioare ne-am propus si expunem, in liniile
lor esentiale, cele trei conceptii mari asupra fundamentelor
matematicii, aratand, in acelasi timp, principalele obiectii ce li se
pot aduce. Asa cum am vazut, disputa dintre ele este una dintre cele
mai pasionante din filosofia modernd, avand ca punct de plecare
intrebarea daca propozitiile matematicii sunt analitice sau sintetice.
Daca Russell accepta neconditionat opinia lui Leibniz in privinta
caracterului analitic a priori al propozitillor matematice,
intuitionistii, in frunte cu Brouwer, isi Tnsusesc opinia Iui Kant
despre caracterul sintetico apriori al acestora.

Aceste pozitii radical opuse au condus la doua atitudini in
raport cu matematica: in vreme ce Russell isi propune sa
construiasca Intreaga matematica din concepte pur logice, avand ca
intentie de a demonstra cd Intreaga matematicd este reductibild la
logica, fiind subordonata acesteia, intuitionistii vor, dupd expresia
lui P. Botezatu™ s3 restaureze demnitatea matematicii, aruncand
logica intr-o pozitie deplorabild: ,Din demnitatea de stiintd
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princeps, pe care o detinea In logicism, logica este coboratd la
nivelul unei aplicatii a matematicii. Daca logicismul ne invitd sa
dizolvim matematica in logica, intuitionismul ne propune sa
fnecam logica in matematica.”

Desigur, asa cum am remarcat in expunerea noastra,
idealul de a exprima logic, Intr-un simbolism riguros, intregul
aparat al matematicii a esuat In masura in care in procesul de
constructie deductivd a matematicii intervin in mod inevitabil
axiome care nu sunt de naturd logica, sau reguli care nu pot fi
integral formalizate, cum am vazut cd este cazul regulii substitutiei,
in sistemul din Principia Mathematica. Insi utilitatea
simbolismului creat de Russell, Tmpreund cu Whitehead nu poate fi
contestatd, ceea ce face intreprinderea logicistd o reusitd doar pe
jumatate. Depinde de noi sd o consideram dacd o reusitd
incompleta se constituie intr-un insucces.

Ceea ce ramane clar este ca, acceptand criteriul evidentei
interioare, asa cum o fac intuitionistii, privim matematica de
caracterul ei de stiintd riguroasa: ,,indoieli grave vin sd submineze
pozitia intuitionista. Ideea unei intuitii a priori a timpului pluteste in
deplind obscuritate metafizica, iar criteriul evidentei interioare nu
poate salva notiunea de demonstratie riguroasa.” "

Ca raspuns la pozitia intuifionistd, ne permitem sa
observam, impreuna cu P. Botezatu, ca : ,departe de a funda
logica, matematica presupune logica™ "

Aici ne vine 1n ajutor pozitia formalistd, In masura 1n care
Hilbert a fost constient de faptul ca bazele matematicii nu pot fi
construite fara logica, nsa nici logica nu poate fi construita fara sa
implice matematica. Daca pozitia formalistd ajunge si ea sa fie
supusd esecului, aceasta se intampld pentru cd pretentia sa era
exagerata: a substitui logicii (numitd de Hilbert meta-matematica)
Intreaga matematicd, constituitd intr-un sistem formal complet,
fnseamna sd ignoram complet continutul axiomelor si teoremelor
pe care le folosim, tratdndu-le ca fiind lipsite de orice semnificatie.
Acesta este punctul esential in care se despart cele doua curente,
logicismul si formalismul: ,,logicismul obiecteaza formalismului ca
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simbolurile logico-matematice, departe de a fi lipsite de sens, au o
semnificatie bine determinata.”™*""

In acelasi timp, remarcim ca in acest punct logicismul se
apropie oarecum de opinia intuitionista, mai mult ca forma, si mai
putin ca fond, 1n sensul ca desi atribuie o semnificatie simbolului,
considera ca justificarea logicad a matematicii nu cere constructia
intuitiva a entitatilor matematice.

Ceea ce ramane valoros si datoram formalismului este insa
metoda axiomaticd. Blamatd de intuitionisti, consideratd de acestia
improprie fundamentdrii autonome a matematicii, ,.metoda
axiomaticd, esential ndscutd din lucrarile lui Hilbert, s-a dovedit de
o importantd exceptionald, si matematica 1i datoreste extrem de
multm”xxxviii

Ceea ce i se reprogeaza formalismului, Tnsa, este tocmai
ceea ce are in comun cu logicismul, sau mostenirea pe care si-a
asumat-o de la acesta; i s-a obiectat faptul ca, insusindu-si
simbolismul gata facut de Russell, si-a insusit si celebra sa teorie a
tipurilor. Or, teoria tipurilor, stabilind o ierarhie intre concepte,
dupa cum reprezinta indivizi, proprietati ale indivizilor, s.a.m.d, are
un o clard implicatie ontologica, facand sa intervind continutul
conceptelor, si parasind terenul formalismului pur. Iatd cum, dupa
expresia lui A. Dumitriu, ,,acceptdnd teoria simpla a tipurilor,
Hilbert a anulat programul integral al formalizirii complete a
logicii si matematicilor.” ™™

Scopul intreprinderii noastre a fost acela de a reliefa citeva
din aspectele esentiale ale disputei moderne intre logicism,
formalism si intuitionism. Solutiile oferite de aceste directii
problemei atat de chinuitoare asupra fundamentelor matematicii
poate ca nu au fost Incununate in totalitate de succes, insd ele
trebuie apreciate in primul rand prin scopul lor si prin metodele pe
care le-au propus, conducind la un real progres in logica
matematica.

Daca este sa dam totusi un raspuns la Intrebarea referitoare
la prioritatea unei dintre cele doud discipline, logica si matematica,
relevantd si demna de reprodus aici ni se pare pozitia ilustrului
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logician romén Petre Botezatu: ,,Desi datoritd procesului rapid de
matematizare a stiintelor, matematica si-a extins considerabil
domeniul, ea rdmane totusi o stiintd particulard. Ca orice stiinta
speciala, matematica este dublata de o metamatematica, de teoria
structurii teoriilor matematice, iar aceasta apartine logicii. (...) La
orice nivel de abstractiune, teoria trimite la metateorie, iar aceasta
este logica. Oricat de abstractd ar fi matematica, logica este si mai
abstracta, deoarece ea reflecteaza critic asupra matematicii. Daca
matematica aspira la demnitatea de stiintd a structurilor, atunci
logica ocupd imediat pozitia superioard de teorie despre structura
teoriei care studiaza structurile. Astfel logica se afla totdeauna cu

« 99x1

un pas inaintea matematicii.”” .
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